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Статья состоит из двух частей. В первой части изла-
гаются основы физики акустических нелинейностей. 
Во второй – особенности распространения линейных 
и нелинейных волн в зернистых средах, поры в кото-
рых содержат жидкость и газ. Первая часть помогает 
понять физику нелинейных волновых задач, которые 
в литературе часто излагаются формально, с акцен-
том на сложную математику. Вторая часть связана 
с простой моделью среды, в которой скорость рас-
пространения одной из волновых мод мала, а потому 
велика нелинейность и эффекты взаимодействия вы-
ражены сильнее обычного.

Часть 1.  ОСНОВЫ ФИЗИКИ 
ИНТЕНСИВНЫХ 
АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН

В этой части дана классификация типов акустиче-
ской нелинейности. Приведены примеры различных 
нелинейностей, рассказано о некоторых нелинейных 
явлениях, нелинейной диагностике и основных не-
линейных моделях. 

1. Об акустической нелинейности

Первые вопросы, возникающие при изучении ин-
тенсивных волн, обычно таковы: откуда берутся не-
линейные члены в математических моделях, описы-
вающих процессы возбуждения и распространения 
волн? Какая среда является более, а какая менее не-
линейной и чем определяется величина нелинейных 
модулей упругости?

Ниже используется следующая условная класси-
фикация. Мы будем говорить о нелинейности гра-

ниц (B) и объема (V) среды. Каждая из них, в свою 
очередь, подразделяется на геометрическую (G), 
физическую (P) и структурную (S) нелинейности. 
Таким образом, например, VG означает «объемная 
геометрическая» нелинейность, а BS – «граничная 
структурная» нелинейность.

1.1. Граничная нелинейность

1.1.1. Рассмотрим плоский поршень, совершающий 
колебания в направлении нормали (которая совпада-
ет с осью x ) к своей поверхности и возбуждающий 
бегущую продольную волну в упругой среде, которая 
занимает полупространство 0x >  (рис. 1).

Пусть смещение поршня из среднего положения 
0x =  известно; оно описывается законом ( )x X t= . 

От поршня убегает волна, скорость частиц среды 
в которой изменяется как

 ( )0 /u u t x c= Φ − . (1)
Поскольку скорость движения поверхности поршня 

должна совпадать со скоростью частиц среды на этой 
поверхности, для неизвестной функции Φ  получаем 
функциональное уравнение

 0
( )X t dXu t
c dt

⎛ ⎞Φ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (2)

В частности, если поршень движется по гармо-
ническому закону 0( ) cosX t X t= − ω , для нахождения 
функции Φ  имеем 

 0

0

cos sinuu t t t
u c

⎛ ⎞=Φ ω + ω = ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

,   0 0u X= ω . (3)

Очевидно, что при гармоническом законе движения 
поршня ( )X t  форма бегущей волны ( )tΦ  содержит 
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как постоянную составляющую, так и высшие гармо-
ники. Различие между функциями ( )X t  и ( )tΦ уси-
ливается с ростом числа Маха 0M /u c= и становится 
особенно заметным при скоростях движения поршня, 
сравнимых со скоростью звука. Такая ситуация может 
возникнуть в жидкостях с пузырьками газа, в кото-
рых скорость звука может быть очень малой, а также 
в резонаторах, где эффекты граничной нелинейности 
могут накапливаться со временем.

Поскольку нелинейность связи (2) не зависит от ха-
рактеристик среды, ее имеет смысл называть BG – «гео-
метрической» или «кинематической» нелинейностью.

Форма одного периода бегущей волны (3) изобра-
жена на рис. 2. Для малых чисел Маха волна почти 
синусоидальна, а при конечных значениях M  поло-

жительный и отрицательный «полупериоды» времен-
ного профиля искажены неодинаково.

Для расчета спектрального состава сигналов, за-
данных неявными функциями, в акустике развит ряд 
простых приемов (см. [1]). Используя их, найдем ко-
эффициенты nC  разложения волны (3) в ряд Фурье:

( ) ( ) [ ]
00

exp cos sin ,n n n
n n

u t C in t A n t B n t
u

∞ ∞

=−∞ =

=Φ ω = ω = ω + ω∑ ∑

 ( M)
n

n n
iC J n
n

−

′= . (4)

В частности, для постоянной составляющей и пер-
вых двух гармоник имеем

 [ ]

0 1 0 2

2 1 3

M , (M) (M) ,
2

1 (2M) (2M) .
2

A B J J

A J J

= − = −

= − −  
(5)

Постоянная составляющая скорости направлена 
в сторону поршня. Ее появление связано с идеали-
зированным представлением колеблющейся грани-
цы в виде бесконечной плоскости. Очевидно, что 
из-за одинакового давления в любой точке плоско-
сти, ортогональной к оси (в отличие от поршня 
конечного размера) жидкость не может подтекать 
к оси x  (см. [2]).

На рис. 3 изображено облако кавитационных 
пузырьков, возникающее вблизи мощного ультра-
звукового излучателя. Скорость звука здесь может 
уменьшиться до 20–40 м/с. Пузырьки колеблются 
и схлопываются, излучая при этом широкополосный 
шум. Этот шум взаимодействует с колебаниями гра-
ницы, и его спектр воспроизводится у «подножия» 
дискретных составляющих – высших гармоник основ-
ной частоты УЗ источника. В результате широкопо-
лосный шум усиливается, а его спектр эффективно 
уширяется [3]. Описанное явление дополняет хоро-
шо известные [4] механизмы уширения спектров под 
действием объемной нелинейности.

Другие задачи, требующие учета конечности сме-
щения границы, связаны с накоплением нелинейных 
искажений в добротных резонаторах. Поскольку форма 
интенсивных «стоячих» волн сильно искажена, про-
исходит их насыщение при использовании гармони-
ческой накачки. Следовательно, для того, чтобы про-
должить процесс «закачивания» энергии в резонатор, 
нужно изменить форму колебаний границы [5] (по-

Рис. 1. Поршень, совершающий колебания большой амплитуды, 
и нелинейность, обусловленная конечностью смещения границы

Рис. 2. Бегущая волна, искаженная граничной нелинейностью

Рис. 3. Уширение спектра кавитационного шума при его взаимодействии с колеблющейся границей

X(t) Ф(t-x/c)
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добно тому, как мы увеличиваем промежуток времени 
между толчками при раскачивании качелей). Необходи-
мая для поддержания резонансного возбуждения форма 
колебаний источника изображена на рис. 4.

1.1.2. В реальной ситуации следует считать заданным 
не закон смещения поршня ( )x X t= , а приложенную 
к поршню силу ( )F t . Например, если на электро-
механический преобразователь подается переменное 
электрическое напряжение V , известен именно закон 

( )V t  и, следовательно, ( )F t . Уравнение колебаний 
для поршня с массой m  и с площадью поверхности 
S  при этом таково:

 
2

2 ( ) a
d Xm F t p S
dt

= − . (6)

Здесь ap  – давление на поршень, создаваемое 
убегающей волной. Давление связано со скоростью 
нелинейным соотношением, известным из теории 
римановых волн; если волна слабо нелинейная, эта 
связь содержит только линейный и квадратично-
нелинейный члены:

 
2

2 2
ap u u

c c c
ε ⎛ ⎞= + ⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠

. (7)

Поскольку на поверхности поршня ( )u X t′= , урав-
нение (6) примет вид

 
2

2

11 ( )
2

d X c S dX dX F t
dt m dt c dt m

ρ ε⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (8)

Ясно, что реакция убегающей волны на поршень 
также нелинейная. В частности, при гармоническом 
изменении силы ( )F t  закон движения поршня ( )X t  
будет содержать высшие гармоники. Нелинейность 
проявляется тем сильнее, чем больше произведение 

Mε  нелинейного параметра среды и числа Маха. 
В отличие от примера 1.1.1, реакция среды обуслов-
лена нелинейной зависимостью давления от скорости 

(в твердых телах можно говорить о нелинейной за-
висимости напряжения от деформации, то есть об 
отклонении от закона Гука). Поэтому описанная не-
линейность содержит, наряду с «геометрической» BG 
еще и «физическую» BP составляющую.

1.1.3. Рассмотрим теперь нелинейность границы BS, 
на которой происходит контакт двух тел. Классиче-
ским примером служит задача о двух сферах (контакт 
Герца [6]). Сила, с которой отталкиваются сферы, ра-
диусы которых 1R  и 2R , зависит нелинейно от раз-
ности смещений их центров ( )2 1ξ − ξ , появившейся 
вследствие деформирования:

 ( ) ( )3/21 2
2 1 2 1

1 2

R RF E
R R

= ξ − ξ θ ξ − ξ
+

. (9)

Здесь E  – эффективный модуль, зависящий от мо-
дулей Юнга 1E  и 2E  материала сфер и коэффициен-
тов Пуассона 1σ  и 2σ :

 
2 2
1 2

1 2

1 11 3
4E E E

⎛ ⎞− σ − σ
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (10)

При отрицательных значениях разности смещений 
( )2 1ξ − ξ  сферы расходятся не деформируясь, и сила 
равна нулю. При положительных значениях этой раз-
ности сила зависит от нее как ( )3/2

2 1ξ − ξ .
Очевидно, что при колебаниях системы из двух 

шариков под действием периодической внешней силы 
нелинейность существенна только в тех случаях, ког-
да сильно изменяется площадь соприкосновения тел. 
Если контакт «поджат» большим статическим усили-
ем, нелинейность уменьшится (рис. 5).

Свойства герцевских контактов используются при 
описании нелинейной динамики гранулированных 
сред (см. [7]), нелинейного контакта шероховатых 
поверхностей [8] и ряда других систем. 

На рис. 6 изображена система из двух пластин, 
одна из которых (нижняя) является гладкой, а вто-
рая – шероховатой.

Очевидно, с ростом прижимающего усилия P  все 
большее число «зубцов» (т. е. микро-выступов на кон-
такте) деформируется и жесткость контакта возраста-
ет. Если 0P → , падающая волна с частотой ω  почти 
полностью отразится от границы раздела. Напротив, 
если P → ∞ , волна пройдет через границу, так как 
акустический контакт будет идеальным. В обоих слу-
чаях отраженной волны на частоте 2ω  не возникнет. 
Вторая гармоника рождается при промежуточных зна-
чениях P , а зависимость ее амплитуды от P  имеет 

Рис. 4. Форма одного периода колебаний границы, обеспечи-
вающая накопление энергии в полости резонатора в условиях 
проявления граничной нелинейности. Кривые 1, 2 и 3 отвечают 
растущим значениям U0 

Рис. 5. Нелинейный контакт Герца
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максимум. Интересно, что эта кривая представляет 
статистическое распределение высот микровыступов 
(при использовании модели, показанной на рис. 6, б ).

Другим примером BS – «структурной» граничной 
нелинейности – служит так называемая «хлопающая» 
нелинейность (рис. 7).

Сжимающая сила вызывает упругую реакцию, 
а при растяжении контакт разрывается и тела рас-
ходятся. Осциллирующее по гармоническому закону 
напряжение вызывает сильные искажения деформа-
ционных осцилляций, в спектре которых появляются
высшие гармоники. 

В общем случае нелинейность существенна для ди-
намики любых контактов, по-разному реагирующих 
на сжатие и растяжение.

1.1.4. Следующий тип граничной нелинейности BG 
наблюдается при обтекании осциллирующим пото-
ком тел, имеющих острые кромки. Градиенты потока 
имеют порядок / max( , )u r δ  где /δ = ν ω  – толщина 
акустического пограничного слоя, r  – минимальный 
радиус кривизны препятствия, ν  – кинематическая 
вязкость. Для острых кромок ( 0r → ) толщина δ  
является определяющей. Нелинейность существенна 
при числе Рейнольдса Re ~ 1, пропорциональном от-
ношению членов в уравнении движения (12):

 

( ) 2Re
/

u u u I
u t c
∇

=
∂ ∂ ωηων

� �
∼ ∼� . 

(11)

Согласно формуле (11), в воздухе (η = 0,018·10–3 Па·с) 
на частоте 500 Гц заметная нелинейность должна на-
блюдаться при уровнях звука ~120 дБ. Эта оценка 
согласуется с данными экспериментов. Если же на 
краях отверстий образуются вихри (рис. 8), нелиней-
ные явления наблюдаются начиная с 90 дБ [9].

На рис. 8 изображена схема резонансного звуко-
поглотителя. Колебания воздуха в отверстиях перфо-
рированной панели затухают из-за трения о стенки, 
сеточки или специальный волокнистый материал. 
При правильном выборе параметров на определен-

ной частоте можно добиться полного поглощения 
(K = 1). Нелинейность может уменьшить коэффициент 
K для линейно согласованного поглотителя (а) или 
увеличить его для несогласованного (б); линейные 
частотные характеристики даны штриховыми кривы-
ми, нелинейные – сплошными [9]. Таким образом, 
при создании поглотителей для интенсивного звука 
нужно учитывать эффекты граничной нелинейности.

1.2.  Объемная нелинейность
Объемная нелинейность V, в отличие от граничной G, 
может приводить к нелинейным эффектам, накапли-
вающимся при распространении волны в среде. Если, 
например, на входе в среду волна была гармониче-
ской, при ее распространении будет происходить уси-
ливающаяся с расстоянием генерация высших гармо-
ник. Расстояние, на котором амплитуда 2-й гармоники 
достигает ½ от амплитуды 1-й (без учета реакции), 
есть длина образования разрыва (характерная «не-
линейная длина»). На этом расстоянии укладывается 
много длин волн, их число равно ( ) 12 M −πε [1].

1.2.1. Напомним, как выделяют физическую и геоме-
трическую нелинейности в уравнениях гидродинами-
ки. Уравнения движения, непрерывности и состояния 
имеют вид [2]

 
( ) grad div

3
u u p u p u u
t

∂ η⎡ ⎤ ⎛ ⎞ρ + ∇ = −∇ + ηΔ + ς +⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠

� � � � �
,
 (12)

 
div ( ) 0, ( )u p p

t
∂ρ

+ ρ = = ρ
∂

�
.
 

(13)

Пусть невозмущенное состояние среды есть 
0 0, , 0p p uρ = ρ = =

�
. Возмущения параметров, свя-

Рис. 6. Шероховатая поверхность (а) и  модель (б) в  виде ан-
самбля пружин разной длины, но одинаковой жесткости

а

а

б

б

Рис. 7. К пояснению механизма «хлопающей» нелинейности

Рис. 8. Проявление нелинейности  – образование завихрений 
на выходе горла резонаторов Гельмгольца. Сплошные кри-
вые  – нелинейные частотные характеристики резонансного 
звукопоглотителя, сплошные  – линейные кривые
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занные с волной, обозначим штрихованными буквами 
и положим в формулах (12), (13)

 
0 0

0 0

, , 1.
upp p p

p c
′ ′ρ′ ′ρ = ρ + ρ = + μ

ρ

�
∼ ∼ ∼ �

Уравнения движения и непрерывности примут вид
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В левых частях этих уравнений собраны линейные, 
в правых – нелинейные члены. Появление последних 
обусловлено нелинейностью исходных уравнений, 
а не свойствами среды, поэтому указанную нелиней-
ность называют «геометрической» – VG. Напротив, 
нелинейность уравнения состояния
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связана с нелинейной зависимостью между прира-
щениями давления и плотности, то есть это – физи-
ческая нелинейность VP. Заметим, что для адиаба-
тического уравнения состояния переход к линейной 
среде соответствует / 1p vc cγ = = . При этом, однако, 
волна останется нелинейной, для нее коэффициент 
нелинейности ε  обращается не в ноль, а в единицу 
из-за неустранимости VG.

1.2.2. Обсудим теперь объемные нелинейности для 
твердых тел. Уравнение движения и связь тензоров 
напряжений ikσ  и деформаций ike  (которая в отсут-
ствие нелинейных членов известна как закон Гука) 
имеют вид

2
2

0 2

1, 2 ( ).
3

i
ik ik ll ik ik ik ll ik

k

U Ke e e O e
t x

∂ ∂ ⎛ ⎞ρ = σ σ = δ + μ − δ +⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠
 (14)

Здесь iU  – вектор смещений, ,K μ  – модули все-
стороннего сжатия и сдвига [6],
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Посредством 2( )ikO e  обозначена группа нелинейных 
членов
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где А, В, С – нелинейные модули упругости 3-0 по-
рядка (коэффициенты Ландау [6] в разложении вну-
тренней энергии по степеням тензора деформаций):

 2 2 2 3 .
2 3 3 3ik ll ik il kl ik ll ll
K A CE e e e e e Be e eμ⎛ ⎞= μ + − + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Очевидно, геометрическая нелинейность VG по-
является в связи (15) между тензором деформаций 
и компонентами вектора смещений, а физическая не-
линейность VP – это все члены в выражении 2( )ikO e .

1.2.3. Рассмотрим теперь твердые среды с наслед-
ственными, в том числе c гистерезисными свойства-
ми. Начало исследования таких систем связано с ра-
ботами Л. Больцмана (1876) и В. Вольтерра (1913). 
Вместо «уравнений состояния», содержащих физи-
ческую нелинейность, здесь принято говорить об 
«определяющих уравнениях».

Еще Вольтерра при построении нелинейной теории 
наследственной упругости использовал представление 
Фреше для нелинейного функционала в виде ряда 
кратных интегралов, аналогичное ряду Тейлора. Для 
одномерного случая (скалярный вариант) разложение 
Вольтерра–Фреше имеет вид:
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(16)

Здесь ядра iG  называют функциями релаксации, 
а ядра iJ  – функциями ползучести. Иногда вместо 
общего разложения (16) используют модельные нели-
нейные функционалы – уравнения Работнова и Лин-
дермана–Розовского
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Выбор ядер и аппроксимирующих функций – слож-
ная проблема; она основана на экспериментальных 
данных и проводится отдельно для каждого материа-
ла и заданной области внешних условий (различные 
диапазоны температур, скоростей деформирования 
и других параметров).

Теории типа Вольтерра относятся к процессам 
с запаздыванием, но обратимым в том смысле, что 
кривые мгновенного деформирования при нагрузке 
и разгрузке совпадают. В гистерезисных средах си-
туация может быть иной.
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На рис. 9 изображены зависимости напряжения от 
деформации, учитывающие пластическое деформи-
рование с разгрузкой для металла и для материала 
с деструкционной псевдопластичностью (пример: ар-
мированные пластики с концентрацией напряжений 
на изгибах волокон, трещинах) [10]. Нелинейность 
в металлах связана с накоплением существенно необ-
ратимой пластической деформации, и закон разгрузки 
близок к линейному (а). В случае (б) при разгрузке 
часть трещин «закрывается», и график разгрузки при-
ближается к началу координат.

Для циклических процессов удобна модель зави-
симости напряжения от деформации в форме Рэлея 
(1887).

Эта петля на рис. 10 задана формулами (участки 
А′В′А, АВА′)

2 2 2 2( ) ( ), ( ) ( )
2 2m m m m
b bE be e e e E be e e eσ = + + − σ = + − −

и 2Ee beσ = −  – на участке 0А′. Остаточные напря-
жения и гистерезисные потери (за цикл) даются сле-
дующими выражениями: 

 . 

В последние годы в области акустики сред с гисте-
резисом появилось значительное число публикаций. 
Однако большинство работ, как и в механике [10], 
носит скорее материаловедческий характер. Вместе 
с тем, имеет смысл постановка и решение прямых 
и обратных нелинейных волновых задач, в том числе 
для целей нелинейной диагностики (см. раздел 2). 
Волны ведут себя в наследственных средах ина-
че, чем при обычной алгебраической зависимости 

( )p′ ′ρ  или ( )eσ . Для «релаксирующих» (в смысле 
Мандельштама–Леонтовича [2]) зависимостей между 
параметрами нелинейные волны исследованы доста-
точно подробно [1], но для гистерезисных сред та-
ких результатов мало. В качестве примера на рис. 11 
сравнивается искажение симметричного треугольного 
импульса, распространяющегося в обычной нелиней-
ной среде и в среде с гистерезисом. 

Если в обычной среде площадь импульса (коли-
чество движения) сохраняется, а длительность воз-

растает, то в гистерезисной среде уменьшаются как 
площадь, так и длительность. Волна не может про-
никнуть в среду на расстояние, большее 5–10 нели-
нейных длин как из-за сильной диссипации энергии, 
так и из-за потерь на формирование остаточных де-
формаций в среде. В примере на рис. 11 волна «ис-
чезает» в точке –0,5 на оси абсцисс.

1.2.4. Рассмотрим теперь так называемую «структур-
ную» объемную нелинейность VS. Этот тип нели-
нейности связан не с нелинейным характером сил 
межмолекулярного взаимодействия, а с дефектами 
среды на надмолекулярном (мезоскопическом) уровне. 
В жидкостях такой тип нелинейности возникает при 
появлении пузырьков газа. Известно, что нелинейный 
параметр газированной воды может на 2–3 порядка 
превысить нелинейность каждого из составляющих 
смеси – как газа ( 1,2ε = ), так и воды ( 3,5ε = ). Ги-
гантская нелинейность пузырьковых жидкостей от-
крыла возможность детектирования небольшого числа 
(и даже одиночных) пузырьков для целей диагности-

Рис. 9. Нагружение и  разгрузка материалов с  гистерезисом

Рис. 10. Гистерезис Рэлея

Рис. 11. Искажение профиля однополярного импульса при 
распространении в  гистерезисной среде (сплошные кривые) 
и  в обычной нелинейной среде (штриховые кривые)

а б
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ки кессонной болезни при декомпрессии или в раз-
личных промышленных технологиях. Сейчас большое 
развитие получили медицинские диагностические 
технологии, основанные на инжекции в кровеносные 
сосуды специальных контрастных агентов на основе 
стабильных микропузырьковых взвесей.

Сильный рост нелинейности в среде, содержащей 
хорошо сжимаемые включения, можно пояснить про-
стым примером. Пусть тонкий слой легкой сжимае-
мой среды окружен более плотной средой с большим 
значением скорости звука (пример: тонкий слой воз-
духа в воде или водном геле). В задаче есть два ма-
лых параметра: отношение акустических импедансов 
и волновая толщина слоя: 0 0 1 1 0/ ~ / 1c c c hρ ρ ω << . Ре-
шение задачи о прохождении волны через этот слой 
[15] показывает, что 2-я гармоника на его выходе ока-
зывается в K  раз более сильной, когда легкий слой 
окружен плотной средой (по сравнению со случаем, 
когда плотной среды нет). Величина «усиления» не-
линейности для генерации 2-й гармоники равна
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Для воздушного слоя в воде 75,5 10K ≈ ⋅ . Если слой 
состоит из воды с пузырьками, объемная концентра-
ция которых порядка 410− , усиление будет порядка 
5000.

Объяснение гигантскому усилению нелинейности 
очень простое. Пусть в слое воды распространяется 
волна с характерным давлением порядка нескольких 
атмосфер. Это – слабая волна, потому что внутреннее 
давление в воде порядка 23000 атм. Однако когда 
такое давление начинает действовать на слой возду-
ха, оно изменяет его объем в несколько раз, то есть 
приводит к сильно нелинейным деформациям.

В твердых структурно-неоднородных средах (гра-
нулированные, флюидонасыщенные, трещиноватые, 
пористые и др.) K также достигает 10²–10³. Рост K  – 
признак наличия дефектов. Нелинейность гранули-
рованных сред обсуждалась в разделе 1.1.3. Другим 
важным примером сред с большой структурной не-
линейностью являются трещиноватые среды.

Известно, что приложенное к образцу среды на-
пряжение усиливается на кончике острой трещины 
в 0/K l r=  раз (рис. 12), где l  – длина трещи-
ны, 0r  – радиус кривизны ее конца. Когда 0 0r → , 
K → ∞ . При больших напряжениях вблизи конца 
среда пластически деформируется, и 0r  принимает 
некоторое конечное значение.

Прямое подтверждение усиления нелинейных 
акустических свойств среды с ростом числа трещин 
дано В.А. Робсманом [16] (рис. 13). Бетонная балка 
нагружалась на стенде статическим напряжением, 
растущим вплоть до ее разрушения. С ростом на-
пряжения увеличивалось число трещин и структурная 
нелинейность среды возрастала. При одних и тех же 
длине (6 м) и уровне исходного сигнала наблюдалось 
усиление нелинейных волновых взаимодействий (на 

рис. 13 как пример показано взаимодействие узкой 
линии сигнала с широким шумоподобным спектром).

Очевидно, с развитием системы трещин уменьша-
ется прочность материала, поэтому усиление нели-
нейных эффектов в дефектной среде может служить 
критерием потери прочности [17].

2. О нелинейной диагностике

2.1. Идеи, лежащие в основе нелинейных методов 
диагностики и неразрушающего контроля, хорошо 
известны (см., например, [18]). С ростом амплитуд 
(интенсивностей) волн нарушается принцип суперпо-
зиции: пересекаясь во времени и в пространстве, до-
статочно сильные волны начинают взаимодействовать, 
обмениваясь энергией. При этом каждая из волн «за-
поминает» как характеристики своих «партнеров», так 
и материальные характеристики среды (в той области, 
где это взаимодействие произошло). Эта информация 
может быть «доставлена» к приемнику самими ис-
ходными волнами, испытавшими кросс-модуляцию, 
а также излучаться непосредственно из области взаи-
модействия в виде новых спектральных компонент, 
отсутствовавших в исходном волновом спектре.

Общий подход к восстановлению границ и вну-
тренней структуры нелинейных рассеивателей должен 
базироваться на методах решения обратных задач – 
нелинейной акустической томографии [19]. Однако 
даже простейший способ диагностики, основанный 
на генерации гармоник и комбинационных частот, – 
весьма эффективен, особенно когда среда содержит 
сильно нелинейные включения типа пузырьков или 
трещин. Фактически любое аналитическое решение 
прямой нелинейной задачи содержит параметры (не-
линейные модули, амплитуды волн, геометрические 
характеристики), которые можно определить экспе-
риментально по измерениям нелинейно искаженного 
волнового поля или его спектра.

Нелинейная задача диагностики решена при обна-
ружении дефектов в объеме твердотельных изделий 
(рис. 14, предоставлен И.Ю. Солодовым). Верхняя часть 
рис. 14 содержит изображение рельефа стоячих волн на 
поверхности плиты, колеблющейся на частоте 20 кГц. 
Внутренних дефектов не видно. Зато на нижней по-
ловине рис.14 отчетливо видна объемная трещина. Ее
изображение получено на частоте седьмой гармоники – 

Рис. 12. Вблизи острого конца трещины приложенное извне 
напряжение усилено в  К >> 1 раз
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а.  при отсутствии трещин

б.   при появлении одиночных 
несвязанных микротрещин

в.  при развитии системы связанных 
трещин и перед внезапным раз-
рушением балки

Рис. 13. Нелинейные взаимодействия широкополосного шума и  монохромной волны на разных 
уровнях развития трещин в  железобетонной балке
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140 кГц, где помехи от линейных рассеивателей (в том 
числе отражения от поверхности тела) отсутствуют.

2.2. Необходимо выделить также результаты исполь-
зования методов нелинейной диагностики в строи-
тельной индустрии. Начало этой деятельности от-
носится к концу 80-х годов. Группа В.А. Робсмана 
(Научно-исследовательский институт транспортного 
строительства ЦНИИС) работала в Армении в свя-
зи с сооружением тоннеля Севан–Арпа. В это время 
произошло катастрофическое Спитакское землетрясе-
ние, повлекшее многочисленные разрушения и жерт-
вы. Ученых попросили провести акустическую диа-
гностику поврежденных зданий и дать заключение 
о том, какие здания можно восстановить, а какие 
следует разрушить в целях безопасности. В процессе 
ультразвукового «просвечивания» ключевых элемен-
тов (балок, несущих стен, перекрытий) выяснилось, 
что акустические спектры претерпевают искажения 
тем более сильные, чем сильнее повреждена кон-
струкция. Позднее эмпирически установленным при-
знакам было дано объяснение, и в настоящее время 
«нелинейные» прогнозы стали весьма достоверными. 
ЦНИИС использовал методы нелинейной диагностики 
при строительстве сооружений 3-го транспортного 
кольца в Москве, при реконструкции и реставрации 
архитектурно-исторических памятников, строитель-
стве метрополитенов, обследовании энергетических 
установок с целью разработки проектов усиления 
конструкции и сейсмозащиты, для диагностики де-
фектов пролетных строений и опор больших и вне-
классных мостов (более 30) для оценки фактической 
грузоподъемности и проектов реконструкции.

3. О нелинейных моделях 

3.1. Число математических моделей, используемых 
к настоящему времени при решении задач нелиней-
ной акустики, очень велико. Имеет смысл указать 
только на простейшие «базовые» модельные урав-
нения с целью обратить внимание на их специфику, 
а также связь с другими моделями, используемыми 
в физике нелинейных волн.

Общее одномерное уравнение, описывающее рас-
пространение расходящихся и сходящихся волн (ру-
поры, концентраторы, лучевые трубки в приближении 
нелинейной геометрической акустики) имеет вид
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3 3 2
0 0 0 0

ln ( ) 0.
2 2

p p d p b pS x p
x dx c c

∂ ε ∂ ∂
+ − − =

∂ ρ ∂τ ρ ∂τ
 (18)

Здесь ( )S x  – площадь сечения трубки, /t x cτ = − . 
Важные частные случаи: при S = const это уравне-
ние переходит в уравнение Бюргерса для плоских 
волн, S ~ x соответствует цилиндрическим, S ~ x² – 
сферически-симметричным волнам. Диссипация (вто-
рая производная) связана с эффектами вязкости и те-
плопроводности. Для учета потерь за счет рассеяния 
на мелких неоднородностях используется аналогичное 
уравнение с 4-й производной [20].

Интегро-дифференциальное уравнение

 3
0 0 0

( ) 0
2

p p m pp K d
x c c

τ

−∞

∂ ε ∂ ∂ ∂′ ′− − τ− τ τ =
′∂ ρ ∂τ ∂τ ∂τ∫  (19)

описывает нелинейные волны в наследственных сре-
дах. Важный случай ( ) exp( / )K t t T= −  соответствует 

Изображение поверхности участка плиты, колеблющейся на ча-
стоте 20  кГц

Изображение дефекта, расположенного на глубине под поверхностью 
плиты, полученное на частоте седьмой акустической гармоники 
(140  кГц). Высокий контраст достигнут за счет того, что процесс 
нелинейной генерации седьмой гармоники происходит только на 
самом дефекте и поэтому шумовой фон отсутствует

Рис. 14. Визуализация объемной трещины на частоте седьмой гармоники
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релаксирующей среде, для биотканей используются 
степенные ядра, для расплавов и сильно вязких жид-
костей – модели с несколькими временами релакса-
ции.

Базовым уравнением для интенсивных акустиче-
ских пучков является уравнение ХЗК (Хохлова–За-
болотской–Кузнецова):

 
2

0
3 3 2
0 0 0 0

.
2 2

cp p b pp p
x c c ⊥

⎡ ⎤∂ ∂ ε ∂ ∂
− − = Δ⎢ ⎥∂τ ∂ ρ ∂τ ρ ∂τ⎣ ⎦

 (20)

Здесь ⊥Δ  – оператор Лапласа, действующий на ко-
ординаты в поперечном сечении пучка. Общая кон-
струкция уравнения дифрагирующих пучков такова: 

 0ˆ ( )
2
cp p⊥

∂ ⎡ ⎤Π = Δ⎣ ⎦∂τ
, 

Здесь ˆ ( ) 0pΠ =  – соответствующее уравнение для 
плоских волн (например, любое из первых двух урав-
нений этого раздела – (18), (19)). Разумеется, во всех 
уравнениях квадратичная нелинейность может быть 
заменена на член более общего вида ( ) /f pγ ∂ ∂τ  
и даже на интегральный нелинейный член типа (16).

Часть 2.  МЕДЛЕННЫЕ ВОЛНЫ 
В ГРАНУЛИРОВАННОЙ СРЕДЕ, 
СОДЕРЖАЩЕЙ ЖИДКОСТЬ И ГАЗ

1. Нелинейные свойства 
гранулированной среды

Известно, что гранулированная среда имеет хорошо 
выраженные нелинейные свойства. Наряду с обычны-
ми нелинейными эффектами – генерацией гармоник 
и волн комбинационных частот, уширением шумовых 
спектров – в таких структурах наблюдаются явле-
ния, необычные с точки зрения классической теории 
нелинейных волн [21]. К ним могут быть отнесены 
прямая (минуя каскад промежуточных гармоник) ге-
нерация гармоник с очень высокими номерами; мно-
гократное деление частоты и эффективная генерация 
низкочастотного спектра; появление выделенных по-
лос пропускания, обеспечивающих прохождение через 
среду «доминантных» частот.

Механизмы нелинейности могут быть различными. 
Основные из них:
1. Структурная – Герцевская – нелинейность контак-

тов между зернами (гранулами) среды (см. рис. 5).
2. Геометрическая (кинематическая) нелинейность, 

связанная с конвективным членом в уравнении 
движения сплошной среды. Она может проявиться 
при обтекании зерен флюидами (см. рис. 8). 

3. Физическая нелинейность газовых пор, проявляю-
щаяся при их сильном деформировании (нелиней-
ность типа VP, см. раздел 1.2.1 части 1).

4. «Хлопающая» нелинейность, возникающая благо-
даря тому, что в фазе разрежения частицы могут 
свободно отдаляться друг от друга (см. рис. 7).
Известны модели пористых сред, позволившие ре-

шать множество важных задач. Например, модель Био 
[22] описывает важный эффект – существование двух 
различных волновых мод. Одна из них («каркасная» 
мода) бежит по структуре соприкасающихся твердых 
гранул. Вторая возникает за счет сжимаемости среды 
в порах. Эта модель усовершенствована Николаев-
ским [23].

Однако универсальный феноменологический вывод 
уравнений, наряду с очевидными преимуществами 
перед «микроскопическим» выводом, не гарантирует 
учета всех деталей и, следовательно, адекватность 
общей модели данной конкретной среды.

2. Описание модели среды 
и  основные уравнения

Рассмотрим пористую среду, содержащую газовые 
полости и тонкие слои жидкости (пленки) между 
гранулами. Такую структуру имеет влажный песок, 
а также некоторые виды почв и скальных пород. 

Моделью этой среды может служить цепочка свя-
занных резонаторов Гельмгольца, в горле которых на-
ходится столбик жидкости. В отличие от предыдущих 
работ [24], здесь относительное изменение объема 
полостей резонаторов не предполагается малым, то 
есть исследуются колебания, в которых может про-
являться нелинейность [25]. Нелинейные колебания 
одиночного резонатора Гельмгольца изучены в рабо-
тах [9, 26].

Система дифференциально-разностных уравнений 
для цепочки имеет вид
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Первое из них – уравнение движения жидкост-
ного слоя, учитывающее кинематическую вязкость 

1/ν = η ρ , где 1ρ  – плотность жидкости, η  – коэффи-
циент ее сдвиговой вязкости. Второе уравнение есть 
следствие адиабатического уравнения состояния газа, 
у которого 0 0, ,c ρ ε  – равновесная скорость звука, 
плотность и нелинейность, причем

 2 0
0

0

1,
2

pc γ +
= γ ε =

ρ
, 

0p  – равновесное (в отсутствие волны) давление 
газа в полости. Другие обозначения: ,l S  – длина 
столбика жидкости и его поперечное сечение, 0V  – 
равновесный объем воздушной полости. Разумеется, 
реальная гранулированная среда сильно отличается 
от показанной на рис. 15 идеализированной модели 
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с регулярным расположением идентичных элементов 
цепочки. Поэтому под перечисленными выше геоме-
трическими параметрами нужно понимать их некие 
усредненные значения, а соответствующие числен-
ные оценки считать достоверными лишь по порядку 
величины. 

3. Колебания отдельных фрагментов 
цепочки и  внутренние резонансы

Прежде, чем переходить к рассмотрению волновых 
процессов в связанных резонаторах, рассмотрим изо-
лированные колебания отдельных элементов.

3.1. Колебания единичной полости. Простейшим 
структурным элементом является резонатор Гель-
мгольца с номером n , изображенный на рис. 16.

Изолированные колебания возможны при следую-
щих условиях: горло резонатора открыто и слева от 
него 1 0np − = ; столбик жидкости справа зафиксирован 
( 1 0n+ξ = ) и двигаться не может. Колебания под дей-
ствием упругой силы, возникающей при деформиро-
вании полости с номером n , совершает лишь левый 
столбик, то есть 0, 0n np ≠ ξ ≠ . Эти колебания опи-
сываются уравнением, следующим из системы (21):
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Удобно ввести следующие обозначения:
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где Aξ  – характерное значение амплитуды колебаний. 
В этих обозначениях уравнение (22) примет вид
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Если пренебречь трением, описываемым правой 
частью уравнения (24), получим обыкновенное диф-
ференциальное уравнение, описывающее колебания 

с квадратичной нелинейностью. Нетрудно видеть, что 
величина 0ω  есть собственная частота линейных ко-
лебаний малой амплитуды. Обыкновенное уравнение 
второго порядка один раз интегрируется:

 2 2 2 32
3

C D C C∗= − − ε� . (25)

Здесь точкой обозначена производная по нормиро-
ванному времени 0tω , а 2D  – положительная кон-
станта интегрирования. Фазовая плоскость для урав-
нения (25) качественно изображена на рис. 17.

Колебания малой амплитуды, которым на рис. 17 
соответствуют эллиптические траектории с малы-
ми размерами полуосей, происходят с частотой 0ω . 
С ростом амплитуды размеры замкнутых траекторий 
на фазовой плоскости увеличиваются, их исходная 
эллиптическая форма искажается. Профиль перио-
дических колебаний во времени содержит высшие 
гармоники, а основная частота уменьшается по срав-
нению со своим «линейным» значением 0ω . Форма 
этих колебаний выражается через эллиптические 
функции Якоби весьма сложным образом и здесь 
не приводится. Наконец, движению по сепаратрисе 
(значение ( )2 21 / 3D ∗= ε  в уравнении (25)) на фазовой 
плоскости отвечает импульсное возмущение, имею-
щее форму «солитона» [27]:

 ( )20
0 0

3 2cosh ( )
2 3

V t t
S

−⎡ ⎤ξ = ω − −⎢ ⎥ε ⎣ ⎦
. (26)

Движение (6) выглядит следующим образом. Стол-
бик жидкости при t → −∞  был отклонен влево на 
величину ( )0 /MIN V Sξ = − ε . С ростом времени стол-

Рис. 15. Цепочка резонаторов Гельмгольца

Рис. 16. Колебания в  отдельном резонаторе
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бик начинает двигаться вправо, смещение проходит 
через максимум ( )0 / 2MAX V Sξ = ε  и вновь, при t → ∞ , 
стремится к исходному значению MINξ .

Ясно, что в процессе нелинейных колебаний с ро-
стом амплитуды происходит уширение спектра в об-
ласть низких частот 0ω < ω .

Затухание колебаний, происходящее из-за вязкого 
трения жидкости, производится способом, описанным 
в следующее разделе для всей цепочки. Это уравне-
ние оказывается интегро-дифференциальным.

3.2. Колебания жидкого столба между двумя поло-
стями. Пусть теперь единственный столбик жидкости 
совершает колебания между полостями с номером n  
и 1n − , изображенными на рис. 18.

В остальных полостях сохраняется равновесное 
давление; другие жидкие элементы зафиксированы. 
В уравнениях (21) нужно считать отличными от нуля 
лишь переменные 1, ,n n np p− ξ . При этом получается 
уравнение
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+ ω ξ = ν
∂ ∂ ∂

 (27)

Заметим, что собственная частота этих колебаний 
в 2  раз больше, чем частота колебаний одиночного 
резонатора Гельмгольца (22). Кроме того, в отличие 
от уравнения (22), в уравнении (27) отсутствует не-
линейный член. Очевидно, что рассмотренный тип 
колебаний симметричен относительно изменения на-
правления смещения. Следовательно, квадратичная 
нелинейность здесь действительно не может про-
являться. Низшей по порядку будет кубичная нели-
нейность. Если ее учесть, получится уравнение типа 
(24):
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∂ ∂
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Здесь мы считаем 0∗β >  – сжимаемость увеличи-
вается с ростом деформации; именно в этом случае 

кубическая нелинейность привносит интересные ка-
чественные особенности. В отсутствие трения это 
уравнение интегрируется и из него получается урав-
нение первого порядка (сравните с (25)):

 2 2 2 42
2

C D C C∗β
= − +� . 

Фазовая плоскость для этого уравнения изображе-
на на рис. 19. Внутри сепаратрисы лежат замкнутые 
траектории, отвечающие периодическим колебаниям. 
Движению по сепаратрисе отвечает значение констан-
ты 2 2 /D ∗= β . Соответствующее решение имеет вид

 ( )0 0
2 tanh ( ) .C t t

∗

= ± ω −
β

 

Знак «плюс» отвечает переходу из точки 
2 /C ∗= − β  (при t = −∞ ) в точку 2 /C ∗= − β  (при 

t = +∞ ). Знак «минус» соответствует обратному пере-
ходу. Таким образом, вместо «солитона» (6) форми-
руется движение типа «кинк».

Таким образом, нелинейный отклик отдельных пор 
или их простых комбинаций может иметь разнообраз-
ные формы. Перейдем теперь к рассмотрению всей 
цепочки.

4. Вывод дисперсионного 
уравнения для цепочки

Рассмотрим вначале гармонические колебания ма-
лой амплитуды, считая, что в системе уравнений (1) 
акустическое давление и смещение изменяются во 
времени по гармоническому закону ( )~ exp i t− ω . Тог-
да уравнение (21) колебаний слоя примет вид

 
2

2 1
2

1

n n n
n

p pi F
y l

−∂ ξ −
−ω ξ + ων = ≡

∂ ρ
. (28)

Решение уравнения (28) с граничными условиями 
равенства нулю смещений на границах ( ) 0n y aξ = ± =  
имеет вид

 
( ) ( )
( ) ( )2

exp (1 ) exp (1 )
1

exp (1 ) exp (1 )n

i y i yF
i a i a

⎡ ⎤β − + −β −
ξ = − −⎢ ⎥

ω β − + −β −⎢ ⎥⎣ ⎦
. (29)

Рис. 17. Участок фазовой плоскости для уравнения (25). Тонкие 
линии отвечают периодическим колебаниям. Толстая петля  – 
сепаратриса

Рис. 18. Колебания жидкости между двумя полостями
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Здесь посредством / 2β = ω ν  обозначена обратная 
толщина акустического пограничного слоя.

Поскольку нас не интересует распределение смеще-
ний по толщине жидкой пленки, проведем усреднение 
уравнения колебаний по сечению:

 
1 ( )

2

a

n n
a

y dy
a −

ξ = ξ∫ . 

В дальнейшем черту над усредненным смещением 
будем опускать. Уравнение (21) примет вид:

 2

2

a
n

n
a

i F
a y −

∂ξν
−ω ξ + ω =

∂
. (30)

Второй член в левой части этого уравнения вы-
числяется с помощью решения (29):

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )2 2 2

sinh cosh sin cos
2 1

cosh sin

a

n

a

a a i a a
F i

y a a−

β β − β β∂ξ β
= −

∂ ω β − β
. (31)

Подставляя (31) в (30), получаем для гармониче-
ских колебаний слоя (22) следующее соотношение:

 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
2 2

1

1

1 sinh cosh sin cos
1

2 cosh sin

.

n

n n

i a a i a a
a a a

p p
l

−

⎡ ⎤+ β β − β β
−ω ξ = − ×⎢ ⎥

β β − β⎢ ⎥⎣ ⎦
−

×
ρ

 
(32)

Добавим к нему линеаризованное уравнение со-
стояния

 ( )2
0 0 1

0
n n n

Sp c
V += − ρ ξ − ξ . (33)

Из системы разностных соотношений (32), (33) 
найдем закон дисперсии, положив

 ( )expn n

n n

p Q
iknd

S
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ξ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

где d – пространственный период цепочки. Для ком-
плексных амплитуд ,n nQ S из системы уравнений (32), 
(33) получим

 
[ ]

[ ]

2

1

2
0 0

0

exp( ) 1 0,

exp( ) 1 0.

n n

n n

DS ikd Q
l

Sc ikd S Q
V

ω + − − =
ρ

ρ − + =
 (34)

Здесь для краткости буквой ( )D D= ω  обозначено 
выражение, стоящее в формуле (32) в квадратных 
скобках. 

Дисперсионное уравнение находится из условия 
равенства нулю детерминанта системы (34). Оно име-
ет вид

 
2

2 2
04 sin

( ) 2
kd

D
ω ⎛ ⎞= ω ⎜ ⎟ω ⎝ ⎠

. (35)

5. Случаи низких и  высоких частот, 
диффузионное и  волновое уравнения

Рассмотрим теперь различные частные случая, в ко-
торых дисперсионное уравнение (35) упрощается.

5.1. Случай 1aβ << . Пусть толщина слоя жидкости 
мала по сравнению с толщиной пограничного слоя. 
Это означает, что малой величиной является произ-
ведение параметров aβ . Разлагая выражение 

( )D D= ω  в ряд по малым значениям aβ  с сохране-
нием членов порядка ( )3aβ , получим

 ( )2 22
3 3

D i a i aω
≈ − β = −

ν
. (36)

В этом предельном случае дисперсионное уравне-
ние (35) примет вид

 
2

2 2
0

4 sin
3 2

a kdi ⎛ ⎞ω = ω ⎜ ⎟ν ⎝ ⎠
. (37)

Видно, что частота ω  является мнимой величиной, 
которая по абсолютному значению не превосходит 
некоторого максимального значения:

 
2

2
0

4
3

a
ω < ω

ν
. 

Если длина акустической волны много больше про-
странственного периода цепочки, синус в формуле 
(37) можно (при 1kd << ) приближенно заменить 
значением его аргумента. Этой замене соответствует 
предельный переход от дискретной цепочки к кон-
тинуальной модели. Как нетрудно видеть, процесс 
распространения возмущений при этом описывается 
уравнением диффузии:

 
2 2 2

2
02 ,

3
a d

t x
∂ξ ∂ ξ

= κ κ = ω
∂ ∂ ν

. (38)

Рис. 19. Участок фазовой плоскости для уравнения с  кубич-
ной нелинейностью. Тонкие линии отвечают периодическим 
колебаниям. Толстая петля  – сепаратриса
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Итак, в случае очень тонкого слоя волновой про-
цесс такого типа в рассматриваемой среде существо-
вать не может – пленки жидкости слишком «загу-
стевшие». С уменьшением вязкости ν  подвижность 
жидкости усиливается, и коэффициент диффузии κ  
растет.

5.2. Случай 1aβ >> . Пусть теперь толщина слоя 
жидкости велика по сравнению с толщиной погра-
ничного слоя. Этот случай соответствует высоким 
частотам колебаний среды; при этом произведение 
параметров aβ  есть большая величина, и 

  
( ) 2

1 1 21 1
2 2

i iD
a a

+ + ν
≈ − = −

β ω
. (39)

Дисперсионное уравнение (35) с учетом (39) при-
мет вид

 2 3/2 2 2
02

1 2 4 sin
2 2

i kd
a

+ ν ⎛ ⎞ω + ω = ω ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (40)

При значении aβ → ∞  дисперсионное уравнение 
(40) описывает незатухающую волну, максимальная 
частота которой

 max 02ω = ω = ω  (41)
достигается для предельно короткой волны, длина 
которой равна двум периодам цепочки ( 2dλ = ). Учет 
конечности aβ , как видно из формулы (40), немного 
уменьшает значение maxω  и приводит к появлению 
малой мнимой части, ответственной за затухание. 
В континуальном пределе 1kd <<  дисперсионному 
уравнению (40) можно сопоставить следующее вол-
новое уравнение:

 

( )
2 2 2

2
2 2 2 2

2
2 2 0

0
1 0

, ,

.

t dtt x c
t a t xt t

d Sc c
l V

−∞

′∂ ξ ν ∂ ∂ ξ′+ ξ =
∂ π ∂ ∂′−

ρ
=

ρ

∫

 

(42)

Полезно также, имея в виду дальнейшее обоб-
щение на нелинейные задачи, наряду с уравнением 
(42) выписать соответствующее ему уравнение эво-
люционного типа. Для этого следует воспользоваться 
методом медленно изменяющегося профиля [27, 28] 
и, считая интегральный член малым по сравнению 
с двумя другими членами уравнения (42), с помо-
щью стандартной процедуры упрощения, перейти от 
переменных ,t x  к новым независимым переменным 

1/ ,t x c x xτ = − = μ . Здесь μ – малый параметр, ука-
зывающий на «медленность» искажения формы про-
филя волны по мере ее распространения. Упрощая 
уравнение (42) с помощью стандартной процедуры, 
получим

 ( )2
0

1 , 0
2

dx
x c a

∞ ′∂ξ ν ∂ τ′+ ξ τ − τ =
∂ π ∂τ ′τ∫ . (43)

С учетом квадратично-нелинейного члена эволю-
ционное уравнение примет вид [30]:

 ( )2 2
0

1 , 0
2

u u du u x
x c c a

∞ ′∂ ε ∂ ν ∂ τ′− + τ − τ =
∂ ∂τ π ∂τ ′τ∫ . 

Здесь /u = ∂ξ ∂τ  – колебательная скорость в аку-
стической волне.

Решение уравнения (43) для гармонической волны 
таково:

 0
2 2exp exp
4 4

i i x x
ca ca

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ων ων
ξ = ξ − ωτ + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (44)

Видно, что учет трения немного изменяет скорость 
распространения волны и приводит к ее затуханию. 
Коэффициент затухания при этом растет с частотой 
как ω .

Заметим, что интегро-дифференциальные уравне-
ния типа (42), (43) использовались ранее для описа-
ния различных проблем: трения в горле резонатора 
Гельмгольца [9], а также трения в мышечных волок-
нах [29] и в коллоидных растворах наночастиц [30]. 

5.3. Общий случай – значения aβ  произвольны, но 
рассматривается континуальный предел. Дисперсион-
ное уравнение (32) запишется так:

 ( )2 2 2c k Dω = ω . 

В расчетах удобна другая форма этого выражения, 
справедливая для волны, бегущей в положительном 
направлении оси x :

 

( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
2

1/ 2

2 2

1
2 4

1 sinh cosh sin cos
1 .

2 cosh sin

ca k K a a

i a a i a a
a a a

−

≡ β = β ×
ν

⎡ ⎤+ β β − β β
× −⎢ ⎥

β β − β⎢ ⎥⎣ ⎦
 (45)

Для простоты обозначим 2 a Xβ ≡ и перепишем 
формулу (45) следующим образом:

 
1/ 2

2 1 sinh sin sinh sin1 .
cosh cos cosh cos

K K iK

X X i X XX
X X X X X X

−

′ ′′= + =

+ −⎡ ⎤= − −⎢ ⎥+ +⎣ ⎦
 (46)

На рис. 20 изображены действительная K ′  и мни-
мая K ′′  части нормированного волнового числа K  
как функции параметра 2X a= β , который пропор-
ционален корню из частоты. Видно, что при малых 
значениях X  мнимая часть K ′′  равна действительной 
части K ′ :

 3(1 )K i X= − . (47)
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Это означает, что колебания сильно поглощаются 
(на расстояниях, меньших или порядка длины волны) 
и не могут распространяться в среде в виде бегущей 
волны. При увеличении X  действительная часть ста-
новится гораздо больше мнимой, 

 2 (1 ) / 2K X i X= + + , (48)

и можно говорить о том, что в среде возникают бегу-
щие волны. Критерием возникновения бегущих волн 
является малость затухания на длине волны:

 21, 2 ( ) / 1k K X X′′ ′′λ << π << . (49)

Подставляя в (49) мнимую часть выражения (48), 
получим критерий перехода X >> π . Условно можно 
принять более слабое неравенство 2X > π , отвечаю-
щее затуханию в « e » раз на расстоянии 2x = λ .

С ростом частоты затухание за счет вязкого тре-
ния при колебаниях пленок жидкости между зернами 
уменьшается и им можно пренебречь. Однако при 
этом становятся существенными иные механизмы 
трения, а также рассеяние волн на гранулах. Чтобы 
учесть эти механизмы потерь, нужно обобщить рас-
смотренную выше модель.

6. Оценки предельных частот и  скоростей 
распространения волн

Оценим максимально возможную частоту и скорость 
распространения медленной волны во влажной гра-
нулированной среде. Пусть размер гранул – поряд-
ка 1 мм, при этом толщина жидкой пленки a  – по-
рядка 0,1 мм. Следовательно, длина пленки ~l 1 мм 

и ее площадь ~S 0,2 мм². Объем пузырька воздуха 
должен быть в несколько раз меньше объема гранулы, 
например, на порядок: 0 ~V  0,1 мм³. Скорость звука 
в воздухе 0c = 330 м/с, отношение плотностей воздуха 
и воды 3

0 1/ 1.3 10−ρ ρ = ⋅ . Подставляя эти численные 
значения в формулу (41), получим оценку

 

1/2 1/24 3
30 0

max 1 4
1 0

4

3,3 10 2 104 ~ 4 1,3 10
2 2 10 10

0,54 10 5,4

c Sf
l V

−
−

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ ⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟π ρ π ⋅⎝ ⎠⎝ ⎠

≈ ⋅ =Ãö êÃö
 

Для крупных гранул размером порядка 1 см 
и при тех же пропорциях между геометриче-
скими параметрами найдем max ~ 1.7f êÃö . На-
помним, что эти частоты соответствуют волнам, 
длина которых равна двум пространственным пе-
риодам структуры. Соответствующие фазовые 
скорости распространения волн max2c d f=  бу-
дут порядка 3~ 1,1 10c ⋅ см/с и 3~ 3,4 10c ⋅ см/с. 
Следовательно, рассматриваемые волны – медленные; 
как видно из оценок, их скорость порядка десятков 
м/с, то есть гораздо меньше скорости звука как в воз-
духе, в воде, так и в плотных породах. Групповая 
скорость для предельных частот, как видно из (41), 
равна нулю.

Для низких частот фазовая и групповая скорости 
одинаковы и определяются формулой (42). Для рас-
смотренной выше «мелкозернистой» среды оценка 
дает:

1/ 22 2 3
4 3 30

0 1 4
1 0

4 10 2 10~ 3,3 10 1.3 10 3,4 10
10 10

d Sc c
l V

− −
−

− −

⎛ ⎞ρ ⋅ ⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ ≈ ⋅⎜ ⎟ρ ⋅⎝ ⎠

см/с.

Для «крупнозернистой» среды получается та же 
оценка: 3~ 3,4 10c ⋅ . Таким образом, во всем возмож-
ном диапазоне частот волны во влажной пористой 
среде являются медленными. К тому же, как показа-
но выше, при низких частотах minf f< , то есть при

 min 2
1

/ 1,a a f f f
a
η

β = π ν << < =
π ρ

 

волна превращается в диффузионный колебательный 
процесс и практически не распространяется. Для рас-
смотренных выше двух сред и сдвиговой вязкости 

2~ 10−η пуаз имеем соответственно

 min min130 , 1,3f f≈ ≈Ãö Ãö . 

Таким образом, влажная зернистая среда играет 
роль фильтра, пропускающего на заметные расстоя-
ния волны определенных частот, лежащих в диапа-
зоне min maxf f f< < .

Наличие «доминантных» частот отмечено в экс-
периментах Вильчинской и теоретически – в рабо-
тах Николаевского [23, 31]. Согласно этим данным, 
доминантные частоты составляют десятки герц, что 

Рис. 20. Действительная ( K ′ ) и мнимая ( K ′′ ) части комплекс-
ного волнового числа K  и  их отношение в  зависимости от 

2X a= β
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меньше значений, следующих из нашей модели. Эти 
интересные вопросы, связанные с общей проблемой 
наличия разнообразных резонансов в геофизических 
системах [32–34], выходят за рамки настоящей статьи.

7. Нелинейные медленные волны

Если длина волны велика по сравнению с разме-
ром гранул, можно в системе дифференциально-
разностных уравнений (21) перейти к континуаль-
ному приближению, заменив разностные соотношения 
производными по продольной координате

 1 1,n n n n
pp p d d
x x− +

∂ ∂ξ
− ≈ − ξ − ξ ≈

∂ ∂
. 

Система (21) при этом сведется к одному уравне-
нию в частных производных

 
22 2 3

2 2
2 2 2

0

Sdc c
t x y t V x x

∂ ξ ∂ ξ ∂ ξ ∂ ∂ξ⎛ ⎞− = ν − ε ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
. (50)

Здесь d  – период цепочки, а эффективная скорость 
звука c  дается выражением (42). Пользуясь мето-
дом медленно изменяющегося профиля [1, 27, 28] 
и рассматривая только волну, бегущую примерно со 
скоростью c  в положительном направлении оси x , 
получим уравнение эволюционного типа

 
2

2 2
0 2

u S d u uu
x c V c y

∂ ε ∂ ν ∂
− =

∂ ∂τ ∂
. (51)

Здесь, как и ранее, / , /t x c uτ = − = ∂ξ ∂τ  – ко-
лебательная скорость частиц в рассматриваемой 
структурно-неоднородной среде. Если в однородной 
сплошной среде перед нелинейным членом в эво-
люционном уравнении типа (51) присутствовал ко-
эффициент 2

0/ cε  [1, 27], то теперь его вид изме-
нился. Отношение нового и старого коэффициентов 
( ) ( )2 2

0 0/ /c c S d V  – большая величина. Это следует из 
оценок (см. раздел 6); они показали, что 2 2

0 / 1c c >> . 
Таким образом, в поле медленных волн нелинейность 
проявляется заметно сильнее.

Для качественного анализа нелинейного искажения 
бегущей волны предположим, что поперечный про-
филь имеет вид, характерный для течения Пуазейля: 

2 2~ (1 / )u y a− . При этом из (51) для поля волны 
вблизи оси следует

 2 2
0

, ,
2

u u S du u
x c V ca

∂ ∂ ε ν
− α = −δ α = δ =

∂ ∂τ
. (52)

Решение уравнения (52) для волны, исходная фор-
ма которой ( 0, ) ( )u x t t= = Φ , имеет вид

 ( )1x x xu e u e eδ δ −δα⎡ ⎤= Φ τ + −⎢ ⎥δ⎣ ⎦
. (53)

Характерная нелинейная длина – расстояние обра-
зования разрыва, как следует из решения (53), равна

 
0

1 ln 1SHx
u

⎛ ⎞δ
= − −⎜ ⎟δ αω⎝ ⎠

. (54)

Здесь 0, uω  – характерные значения частоты и ам-
плитуды исходного сигнала. Для малой вязкости жид-
кого слоя приближенно имеем

 
22 2

0 0
2

0 0 0 0

1 1
2SH

c V c Vx
u u u S d ca u S d

⎛ ⎞ ⎛ ⎞δ ν
≈ + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

αω αω εω εω⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (55)

Оценки для тех же параметров среды, что и в раз-
деле 6, для частоты порядка 1 кГц и амплитуды ко-
лебаний частиц 10 см/с дают значение длины образо-
вания разрыва 210SHx ≈ см. При этом оказывается, что 
оба члена в формуле (55) примерно одного порядка.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе дана классификация типов акустических не-
линейностей. Подробно рассмотрена модель гранули-
рованной среды, содержащей слои жидкости и газовые 
полости. Показано, что сильная сжимаемость приводит 
к появлению «медленной» моды, скорость распростра-
нения которой гораздо меньше скорости звука в жид-
кости, материале твердых гранул и в газе. Найдено 
дисперсионное уравнение для дискретной цепочки 
резонаторов, моделирующей рассмотренную среду. 
Изучен нелинейный отклик отдельных резонаторов. 
Показано, что волны низких частот, для которых тол-
щина акустического пограничного слоя больше, чем 
толщина жидкой пленки, в среде распространяться 
не могут. Волны более высоких частот распространя-
ются, но существует частота отсечки, определяющая 
их максимально возможную частоту. В общем слу-
чае процессы описываются нелинейными интегро-
дифференциальными и дифференциально-разностными 
уравнениями, которые могут быть проанализированы 
лишь численными методами. На основе решений упро-
щенных задач проведены численные оценки.

Работа выполнена в рамках проектов Программы 
поддержки фундаментальных исследований №4 Пре-
зидиума РАН, поддержана грантами РФФИ и Пре-
зидентским грантом Ведущих научных школ.
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